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CLASA all-a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje

intregi. Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Problema 1 (autor ***)

Fie A o matrice patraticd de ordinul 2, cu elemente numere reale si cu proprietatea

A =/,. Ardtati cd det4=1 si determinati valorile posibile ale sumei elementelor de pe

diagonala principala a matricei.

-1 0

Detalii rezolvare Barem
asociat

Cum (det A)3 = det(A3) =det/; =1 si det 4 este numadr real, obtinem det 4 =1 2p

Este cunoscut ¢ 4% =s4—dl,, unde d este determinantul si s este suma 1p

elementelor de pe diagonala principald a matricei

Atunci 4° =sA> — A= (s2 —1)4-sl,, deci ipoteza devine (s2 -NA=(s+1I, 1p

Daci s #—1, atunci (s—1)4=1,, de unde (s—1)° =1, deci s =2. Valoarea 5

s =2 se obtine, de exemplu, pentru 4 =1, P

Valoarea s =—1 se obtine daca, de exemplu, 4 = [_1 lj 1p

Problema 2 (autor ***)

a) Aratati ca, daca X, Y sunt matrice patratice de ordinul 2, cu elemente numere reale,

atunci det(X +Y)+det(X —Y) =2(det X +detY).

b) Aratati ca, dacd A si B sunt matrice patratice de ordinul 2, cu elemente numere

reale, iar det(4B+ BA) <0, atunci det(A2 + Bz) 20.

reiese 2det(A4% + B?)+2det(AB + BA) = det((4 + B)*) +det((4— B)?)

Detalii rezolvare Barem
asociat
X X
Pentru X:[ ! ZJ si Y:(yl sz avem det(X +Y)+det(X -Y) =
X3 Xy Y3 s 2p
=2(X X4 + V1 Vg —XpX3 — Vo ¥3) =2det X +2detY
Avem (A+B)* = A> + AB+ BA+ B* si (A—B)* = 4> — AB—BA+ B* 2p
Luand X = 4>+ B*, Y = AB+ BA, adunénd relatiile precedente si folosind a) 2p

Cum det((A4+ B)Z) >0, det((4— B)z) >0 si det(AB + BA) <0, rezulta concluzia

1p




Problema 3 (autor ***)

Fie f:(0,00)— (0,%) o functie crescitoare, cu proprietatea f(f(x))=vx* +x.
a) Ardtatica f(x)>x, pentruorice x>0.

b) Determinati lim &
x—o X
Detalii rezolvare Barem
asociat

a)Dacd f(x)<x,atunci f(f(x))< f(x)<x,deunde vx*+x <x —fals 2p
b) Aratam ca f(x)<x+1 1p
Daca f(x)>x+1,atunci f(f(x))=> f(x+1)> f(x)>x+1, deci Vx? +x 2 x+1 2p
— fals
Deoarece < & < >+l , pentru orice x>0, si lim X _ lim x+l =1, limita

X X X X=X x>0 X 2p
ceruta este 1

Problema 4 (autor Adrian Botan, GM-B nr. 6-7-8/2023)

Fie (a,),s; un sir descrescdtor de numere reale nenule, cu 32210 a,=1 si (b,),s, sirul

o a a a,, a

definit prin b, =Ly 24 gl Ty,
@G 4 a, a4

a) Aratati ca, daca /> 0, atunci sirul (b,),>, este convergent.

b) Folosind eventual inegalitatea ¢t —1>In¢, oricare ar fi numarul real ¢>1, aratati ca,
dacd /=0, atunci limb, =.

n—»o0
Detalii rezolvare Barem
asocia
t
a) Din ipoteza reiese cd a) >a, >...2a, >2[>0 1p
. a a a a,—a a,—a .
Rezultd b, —b, =—2-+—2L 1 1= (@, =31 (@ =) >0, deci (b,),>
Gy G q Qa4 2p
este crescator
a,—a a,_—a, a a—a,)+...+(a,_;—a a —a, _a —I
bn=1 2+“.+ n—1 "+—”—1S(1 2) (n—l n)+n lsl
a, a, a, [ a, / 2p
, deci (b este marginit superior, de unde reiese ca (b este convergent
n/n=>2 g p n/n>2 g
a a,_ a a a,_ a .
b) b, :[—1— j+...+(”—1—1]+—"—1 Zln{—l-...-”—lj+0—lzln—l—1 si
a a a a a a
2 n 1 2 n n
2p
a, e
— — oo implica cerinta
al’l




